CA - Séquence n° 2 - Récurrence Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

Cours - Séquence n° 2 - RECURRENCE :
raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un nouveau type de raisonnement introduit en classe de Terminale Spécialité,

extrémement efficace pour démontrer des propriétés dépendant d'un entier naturel et donc trés utilisé avec les
suites numériques.

Il est basé sur un axiome (propriété admise), appelé “principe de récurrence” et présenté ci-dessous.

Historiquement, le raisonnement par récurrence a été formalisé comme principe fondamental de raisonnement par
Blaise Pascal (mathématicien frangais du 17éme siécle) et surtout Peano (mathématicien italien du 192me siecle -

photo), bien que des raisonnements de type analogue apparaissent déja dans les Eléments d’Euclide (I11éme siécle
avant notre ere).

Soit P(n) une propriété dépendant d’'un entier naturel n.
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
e P(n,) estvraie, avec ng un entier naturel (condition d’initialisation)

e Pour tout entier n 2 ny, si P(n) estvraie, alors P(n + 1) est vraie (condition d’hérédité)
alors quel que soit n 2 ng, P(n) est vraie.

Illustration

Quelles sont les deux conditions pour que
tous les dominos se renversent ?

1. Onrenverse le 1er domino. }

lomino n°1
domino n°2
domino n°3
domino n° k

omino n°® k+1
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2. Ons’assure que chaque domino renverse le suivant. ot i oTe :
P premier(s) rang(s) Supposons vrale Vraie au rang k+1

au rang k fixé

Tout raisonnement par récurrence suit une progression en trois étapes.

On note pour tout entier naturel n >ny, P(n) la propriété sur laquelle porte le raisonnement.

° Etape n° 1 : initialisation

On vérifie que P( ng ) est vraie.

e [Etapen® 2 : hérédité
On vérifie que, si P(n) est vraie a un certain rang n = ny(hypotheése de récurrence),
alors P(n + 1) est vraie aussi.

e Ftapen°®3: conclusion
On conclut : “D’apés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n > ny, P(n) est vraie.”
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Remarques

1. On utilise un raisonnement par récurrence lorsqu’une autre démonstration est difficile.

2. La propriété P(n) peut étre une égalité, une inégalité, une propriété exprimée par une phrase, ...

Exemple 1
Démontrer que pour tout entier naturel n > 1, 3" — 1 est un nombre pair.
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"Exemple 2

On consideére la suite (u,,) définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n, U4+, = 2u, + 1.
A 'aide d’un tableur, on a calculé les dix premiers termes de la suite (uy,).

A B C D E F G H | J

1 n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 Coun 0 1 3 7 15 31 63 127 255

Conjecturer une expression de u, en fonction de n, puis démontrer par récurrence cette conjecture.
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Exemple 3
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